Charakterystyka dorobku naukowego Stanistawa Lewanowicza

Zainteresowania naukowe Stanistawa Lewanowicza dotyczg teorii i zastosowan numerycznych wie-
lomian6éw ortogonalnych i funkcji specjalnych. Wiele uwagi poswiecit on badaniu wlasnoéci rekurencyj-
nych wspdélczynnikéw szeregéw ortogonalnych i pokrewnych funkcjonaléw (tzw. momentéw uogélnio-
nych). Inny watek jego badan dotyczy pewnych klas uogélnionych funkcji hipergeometrycznych, a takze
ich bazowych (kwantowych) odpowiednikéw. Wspomnieé nalezy réwniez o zastosowaniach uzyskanych
wynikéw teoretycznych, gléwnie w zwigzku z aproksymacja funkcji i catkowaniem numerycznym.

1. Réwnania rekurencyjne i ich zastosowania

W swojej pracy doktorskiej (artykul [P6] stanowi jej wersje publikacyjna) Lewanowicz rozwiazal
postawiony przez Stefana Paszkowskiego problem wyznaczenia rownania rekurencyjnego najnizszego
mozliwego rzedu dla wspoélczynnikow Gegenbauera rozwiazania réwnania rézniczkowego. Algorytm
doczekat sie kilku realizacji w jezykach przeksztalcen symbolicznych; w kilku niedawnych publikacjach
i pracy doktorskiej Alexandre’a Benoit! podano jego nowa interpretacje i bardzo szybka implementacje.
J. Wimp poswigca sporo miejsca w swojej monografii nt. réwnan rekurencyjnych oméwieniu wynikow
pracy [P6]2.

Uogoélnienie pomystu na wypadek szeregu Jacobiego zawarto w pracach [P12], [P18], [P21], [P22].
W [P37] uogélniono wyniki z pracy [P21] na wypadek wspélczynnikéw Fouriera wzgledem dowolne-
go ciagu klasycznych wielomianéw ortogonalnych. Realizacje algorytmoéw w jezyku Maple opisano
w raportach [R3] i [R5].

W pracy [P36] rozwazano analogiczne zadanie konstrukeji réwnania rekurencyjnego dla wspdl-
czynnikow Fouriera wzgledem dowolnego ciagu tzw. ¢g-klasycznych wielomianéw ortogonalnych funkcji
spelniajacej podane réwnanie réznicowe (ang. g-difference equation) o wspoélczynnikach wielomiano-
wych. Algorytmy realizujace zaproponowana metode konstrukeji podano w [P40].

W pracy [P41] zbadano jeszcze dalej idace uogélnienie; chodzito w nim o réwnania rekurencyjne
dla wspétczynnikéw Fouriera wzgledem dowolnego ciagu semiklasycznych wielomiandéw ortogonalnych.

2. Funkcje hipergeometryczne

W pracy [P16] podano dla ciaggu uogélnionych funkcji hipergeometrycznych
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zwigzek rekurencyjny niejednorodny rzedu p, jesli 2+ A+ > a; = > b;j i rzedu p +1 — w przeciwnym
razie. Wynik ten uzupelnia (w sposéb nieoczekiwany, jak stwierdzit J. Wimp?), ogélne twierdzenie
Wimpa-Luke’a (1969), z ktérego wynika zwiazek rzedu p+2 dla { P, }. Jako wniosek otrzymano w [P16]
zwigzek rekurencyjny jednorodny rzedu ¢ dla wielkosci

n+/6+17017"'7cq+1
Up = gr2Fyi1 ( 1),

M+ A+1,d,...,d,

1" A. Benoit, Algorithmique semi-numérique rapide des séries de Tchebychev, thése de doctorat, Ecole Polytechnique,
Paris, Juillet 2012; A. Benoit, B. Salvy, Chebyshev expansions for solutions of linear differential equations, in Proc. of
International Symposium on Symbolic and Algebraic Computation ISSAC’09, Ed. J.P. May, ACM, 2009, pp. 23-30.

2 J. Wimp, Computation with Recurrence Relations, Pitman Press, Boston - London 1984, str. 196-202.

3 J. Wimp, Computation with Recurrence Relations, London 1984, str. 159-160; J. Wimp, The umbral calculus and
identities for hypergeometric functions with special arguments, in Mathematical Essays in Honor of Gian-Carlo Rota,
Eds. B.E. Sagan, R.P. Stanley, Birkhauser, Boston 1998, pp. 439-459.
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prosto zwigzanych (dla A := a4+ 5 + 1) ze wspo6lezynnikami Jacobiego funkcji
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Nalezy podkreslié, ze wstepna wersje tych wynikéw uzyskano w raportach [R1] i [R2], stosujac do
pewnych funkcji hipergeometrycznych algorytm z pracy [P6] i jego odpowiednik dla rozwinieé w szereg
Neumanna wzgledem funkcji Bessela.

W pracy [P14] uproszczono réwnanie rekurencyjne i zwiazek rézniczkowo-rekurencyjny, podane
przez Wimpa dla uogélnionych wielomiandéw Jacobiego

—n,n—+\ag,...,a
Qn(z) == p+2Fq< ’ ’a:)
q

bi,....b

i podano nowe, prostszy zwiazek rozniczkowo-rekurencyjny, spetniony przez Q.
W pracy [P33] podano wzér dla sumy szeregu hipergeometrycznego typu

a, b, c
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dla dowolnych a, b, ¢ € C oraz i, j € Z. Jest to uogdlnienie klasycznego wyniku Watsona (wypadek
i = j = 0). Ponadto podano uogdélnienia klasycznych twierdzen Whipple’a i Dixona dla funkcji 3F5.

W pracy [P35] (zaproszony artykul w sze$ciotomowym dziele Numerical Analysis in the 20th
Century, Elsevier, 2000) udowodniono, ze ciag bazowych funkcji hipergeometrycznych typu
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spelnia réwnanie rekurencyjne rzedu s+1, jeslir = s+1iw = ¢, 1rzedu max(r+1, s+2) w przeciwnym
razie. Stanowi to uogdlnienie twierdzenia Wimpa-Luke’a (1969) oraz wynikéw uzyskanych w [P16] —
dla uogdlnionych funkcji hipergeometrycznych.
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3. Sprawy rodzinne wielomianéw ortogonalnych: koneksje, stowarzyszenia ...

3.1. Witasnosci wielomiandw stowarzyszonych

Tematem pracy [P17] sa wielomiany WTEO"’B ) stowarzyszone z wielomianami Jacobiego P,(la’ﬂ ). Po-

dano m. in. réwnanie rézniczkowe niejednorodne drugiego rzedu spelniane przez WT(La’ﬁ ), wspolczynniki
postaci potegowej i wspdlczynniki Jacobiego wielomianu Wé“’ﬁ oraz zwiazek rekurencyjny dla tzw.
calek beta z W,Ea’ﬁ)

Dwie prace poswiecono badaniom wlasnosci wielomianéw stowarzyszonych (w waskim sensie [P23],
a nastepnie — uogdlnionym [P28]) z dowolnymi klasycznymi wielomianami ortogonalnymi. Uzyskano
pewna specjalng postaé¢ réwnania rézniczkowego czwartego rzedu, spelnianego przez (n — 1)-szy wie-
lomian stowarzyszony, a takze zwiazek rekurencyjny drugiego rzedu, spetniany przez wspoélczynniki
identycznej z tym wielomianem kombinacji liniowej macierzystych wielomianéw ortogonalnych. Zasto-
sowanie tego wyniku dato m.in. nowe wyniki dla stowarzyszonych wielomianéw Bessela.

W [P30] podano zwiazki rekurencyjne, spelniane przez wspolczynniki koneksji wielomianéw sto-
warzyszonych z dowolnymi klasycznymi wielomianami ortogonalnymi zmiennej dyskretnej z macierzy-
stymi wielomianami.

Ulepszajac wynik Letessiera i in. (1996) podano w [P32] dwie réwnowazne postaci operatorowe
— wyznacznikowa i niemal sfaktoryzowana — oraz postaé skalarng réwnania réznicowego czwartego
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rzedu, spelnianego przez n-ty wielomian stowarzyszony Meixnera, z rzeczywistym parametrem stowa-
rzyszenia.

W [P39] zbadano wlasnosci réwnania réznicowego II rzedu spelnianego przez n-ty wielomian sto-
warzyszony z dowolnym ciagiem g¢-klasycznych wielomianéw ortogonalnych (klasy Hahna). Korzysta-
jac z tego réwnania uzyskano zwiazki rekurencyjne dla wspotczynnikow przedstawienia wielomianéw
stowarzyszonych jako kombinacji liniowych macierzystych wielomianéw ortogonalnych.

3.2. Zagadnienia linearyzacji i koneksji

W [P29] podano zwarta postaé¢ zwigzku rekurencyjnego drugiego rzedu dla wspélczynnikéw line-
aryzacji iloczynu dwéch wielomianéw, nalezacych do rodziny klasycznych wielomianéw ortogonalnych,
scharakteryzowanej przez pewne ogélne wlasnosci (a nie konkretne wzory). Praca [P31] zawiera ana-
logiczne wyniki w wypadku klasycznych wielomianéw ortogonalnych zmiennej dyskretne;j.

W [P34] podano operatorowa postaé¢ zwiazku rekurencyjnego spelnianego przez wspélczynniki
koneksji pomiedzy rodzinami ,klasycznych” wielomianéw ortogonalnych zmiennej dyskretnej, okre-
$lonych na siatce z(s) = ¢°.

W [P38] opisano metode wyznaczania wspdlczynnikéow przedstawienia pochodnej wzgledem pa-
rametru n-tego wielomianu z ciggu klasycznych wielomianéw ortogonalnych, dowolnie wybranego
w superklasie, zawierajacej bardzo klasyczne wielomiany, klasyczne wielomiany zmiennej dyskretnej
i wielomiany kwantowe klasy Hahna.

4. Operatory rzutowe

Operator rzutowy, odwzorowujacy przestrzen C[—1, 1] na podprzestrzen II,, wielomianéw stopnia
< n, moze — jedli ma malg norme — postuzyc do konstrukeji dobrego przyblizenia n-tego wielomianu
optymalnego w sensie normy jednostajnej (por. przegladowa prace [P10]). Przykladem moze by¢
klasyczny operator Fouriera-Czebyszewa Sy, ktéry funkcji f € C[—1, 1] przyporzadkowuje n-ta sume
czesciowy jej szeregu Czebyszewa.

W pracy [P7] podano modyfikacje rzutu S,,, zmniejszajaca jego norme. Wlasnosci tej modyfikacji
badali m.in. Cheney i in.*
operatora .S,.

, co wykorzystano w pracy [P9] w zwiazku z ogélniejszymi modyfikacjami
W pracy [P11] wprowadzono m. in. taka rodzine g (m > n+1) operatoréw, ze g f jest n-tym
wielomianem optymalnym dla funkcji f € C[—1, 1] w sensie wazonej aproksymacji sredniokwadratowej
na zbiorze wszystkich punktéw ekstremalnych wielomianu Czebyszewa T,,,. Eksperymenty wykazaty,
ze szczegoblnie obiecujacy jest operator M, := JT(L%H). W [P24] uzyskano realistyczne oszacowania
z géry bledu aproksymacji funkeji f € C[—1, 1] za pomoca wielomianu M, f.

Petras® udowodnil, ze wprowadzone w pracach [P9], [P11] rodziny operatoréw o noéniku skoticzo-
nym maja wazng wiasnos¢ asymptotycznej minimalnosci, co moze mieé nie tylko teoretyczne znaczenie.

5. Przyspieszanie zbieznosci szeregdw

Odrebny przedmiot badan stanowilo przyspieszanie zbieznoéci szeregdéw wolno zbieznych. W pracy
[P27], przygotowanej wspélnie z S. Paszkowskim, uzyskano nowe wyniki dla szerokiej klasy szeregéw

hipergeometrycznych typu
a, b, 1
3F ‘ € (e = +1).
d, e

4 E.W. Cheney, J.H. McCabe, G.M. Phillips, A mixed-norm bivariate approximation problem with application to
Lewanowicz operators (in Multivariate Approximation, ed. D. C. Handscomb, Academic Press, New York-London 1978,
pp. 315-328).

® K. Petras, On norms of Lewanowicz operators, J. Approz. Theory 58 (1989), 107-113; K. Petras, On the minimal
norms of polynomial projections, J. Approz. Theory 62 (1990), 206-212.
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W odréznieniu od istniejacych numerycznych metod przyspieszania zbieznosci, zaproponowana meto-
da pozwala uzyskac¢ analitycznie nowe, szybko zbiezne rozwiniecia wielu funkcji specjalnych. Przyktady
zastosowania tej metody w fizyce podali Oleksy i wsp. (1996).

W pracy [P26] zaproponowano prosta i skuteczna metode sumowania bardzo wolno zbieznych
szeregbw, badanych m. in. przez W. Gautschiego (1993), o wyrazie ogélnym postaci k*r(k) (0 < v < 1),
gdzie r jest funkcja wymierng.

6. Nowe rodziny wielomianéw

6.1. Uogbdlnione wielomiany Bernsteina

W pracy [P42] wykazano, ze wspolczynniki przedstawienia wielomianéw Phillipsa-Bernsteina (ang.
g-Bernstein polynomials) stopnia n jako kombinacji maltych bazowych wielomianéw Jacobiego (ang.
little g-Jacobi polynomials) wyrazaja sie przez wartosci bazowych wielomianéw Hahna (ang. ¢-Hahn
polynomials). Stanowi to uogdélnienie znanego wzoru Ciesielskiego wiazacego klasyczne wielomiany
Bernsteina, Jacobiego i Hahna.

W pracy [P43] wprowadzono dwuparametrowa rodzing wogdlnionych wielomiandw Bernsteina,
zawierajaca m.in. klasyczne wielomiany Bernsteina, dyskretne wielomiany Bernsteina i wielomiany
Phillipsa-Bernsteina. Podano tozsamosci taczace duze bazowe wielomiany Jacobiego, wielomiany ba-
zowe Hahna i uogdlnione wielomiany Bernsteina. H. Wang pos$wiecit dwie opublikowane niedawno
prace® badaniu wtasnosci uogdlnionych operatoréw Bernsteina, zdefiniowanych przy uzyciu naszych
wielomianow.

W pracy [P44] zbadano baze w przestrzeni wielomianéw stopnia nie wyzszego niz n, dualna wzgle-
dem uogdlnionej bazy Bernsteina. Podano wlasnosci wielomianéw bazowych, m.in. zwigzek rekuren-
cyjny oraz tozsamosci wiazace te wielomiany z duzymi wielomianami g-Jacobiego i ¢-Hahna. W ar-
tykule [P50] podano wyrazenia dla wspolczynnikéw Béziera (klasycznych) dualnych wielomianéw
Bernsteina z ograniczeniami, zawierajace wartosci wielomianéw ortogonalnych Hahna, jak réwniez —
rekursywny schemat obliczania tych wspdétczynnikéw.

W pracy [P46] zdefiniowano uogdlnione wielomiany Bernsteina wielu zmiennych, redukujace sie
w wypadku jednej zmiennej do wielomianéw wprowadzonych w [P43]. Podano wlasnosci tych wielo-
mianéw, m.in. zwigzek rekurencyjny, reguly ¢-rézniczkowania, algorytm de Casteljau. Wskazano, ze
mozna wprowadzi¢ uogdlnienia klasycznego operatora Bernsteina na simpleksie, jak réwniez operato-
ra Durrmeyera-Bernsteina, ktérych funkcjami wtasnymi sa ortogonalne bazowe wielomiany Jacobiego
wielu zmiennych. Podkredlono mozliwo$¢é — w wypadku dwu zmiennych — efektywnej zamiany re-
prezentacji wielomianéw: Bernsteina-Béziera na ortogonalng lub na odwrét, przy uzyciu tozsamosci
wigzacych uogdlnione wielomiany Bernsteina z duzymi wielomianami g-Jacobiego (wprowadzonymi
w pracy [P48]) i wielomianami ¢g-Hahna. Wskazano na mozliwe zastosowania w modelowaniu geome-
trycznym.

6.2. Wielomiany ortogonalne dwu zmiennych

Rozwiazujac wazne dla zastosowan w grafice komputerowej zadanie w pracy [P45] wykazano,
ze wielomiany Koornwindera-Jacobiego, ortogonalne w obszarze tréjkatnym, maja przedstawienie
w postaci Béziera-Bernsteina, ktérej wspolczynniki prosto wyrazaja sie przez wielomiany ortogonalne
Hahna dwu zmiennych.

W artykule [P48] wprowadzono wielomiany dwu zmiennych, tzw. duze bazowe wielomiany Ja-
cobiego (ang. big ¢-Jacobi polynomials), ortogonalne wzgledem iloczynu skalarnego wyrazonego za
pomocy tzw. catki Jacksona. Wielomiany te w naturalny sposéb plasuja sie w hierarchii bazowych
hipergeometrycznych wielomianéw ortogonalnych dwu zmiennych, ustalonej w tzw. tablicy Askeya.

5 H. Wang, Properties of convergence for w, g-Bernstein polynomials, J. Math. Anal. Appl. 340 (2008), 1096-1108;
H. Wang, Shape-preserving properties of w, g-Bernstein polynomials, Lin. Alg. Appl. 430 (2009), 957-967.
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Wykazano ortogonalnosé nowych wielomianéw, a takze podano zwiazek rekurencyjny oraz czastkowe
réwnanie g-r6znicowe, spelniane przez nie. W pracy [P53] dodano do tej listy tzw. relacje strukturalne,
czyli macierzowo-wektorowe zwiazki rézniczkowo-rekurencyjne.

7. Metody matematyczne modelowania krzywych i powierzchni

Obnizanie stopnia krzywej lub powierzchni Béziera jest waznym problemem grafiki komputerowe;j.
Chodzi o utatwienie przesylu i wymiany danych miedzy systemami projektowania grafiki, a takze
o kompresje danych. W pracy [P47] zaproponowano nowatorska metode konstrukcji krzywej Béziera
stopnia m, ktéra najlepiej przybliza dana krzywa stopnia n (m < n) w sensie normy Ls, przy dodat-
kowych warunkach zgodnosci poczatkowych pochodnych w koncach przedzialu aproksymacji. Dzieki
uzyciu dualnych dyskretnych wielomianéw Bernsteina i wykorzystaniu ich zwigzkéw z wielomianami
ortogonalnymi Hahna (por. [P44]) obnizono rzad kosztu metody do O(mn), co oznacza, ze jest ona
zdecydowanie tansza od innych metod. W artykule [P51] opisano metode obnizania stopnia prostokat-
nego plata powierzchni Béziera z ograniczeniami brzegowymi, stosujacg dualne wielomiany Bernsteina
i wielomiany ortogonalne Hahna jednej zmiennej. Ogolny charakter ograniczen brzegowych pozwala
na zastosowanie algorytmu do powierzchni ztozonej z wielu gtadko potaczonych ptatéw w taki sposob,
aby powierzchnia otrzymana po obnizeniu stopni ptatéw pozostala gtadka (w zadanym sensie).

W pracy [P49] rozwiazano znacznie trudniejsze zadanie obnizania stopnia tréjkatnego plata po-
wierzchni Béziera z dodatkowymi warunkami dotyczacymi zachowania sie ptatow na brzegu obszaru.
Warunki te, sformutowane w jezyku punktéw kontrolnych ptata, maja tatwa interpretacje geometrycz-
na. Pozwala to obnizy¢ stopnie gladko polaczonych wielu ptatow tréjkatnych, bez utraty gtadkosci
powierzchni ztozonej. Tym razem uzyto dualnych dyskretnych wielomianéw Bernsteina dwu zmien-
nych i ich zwiazkéw z wielomianami ortogonalnymi Hahna dwu zmiennych (por. [P46]); koszt metody
jest rzedu O(m?n?).

W artykule [P52] opisano efektywna metode aproksymacji wymiernej krzywej Béziera za pomo-
ca wielomianowej krzywej Béziera, przy ograniczeniach brzegowych. Opracowany algorytm korzysta
z rekursywnych wtasnosci dualnych wielomianéw Bernsteina z ograniczeniami.

8. Metody numeryczne

Na poczatku pracy naukowej S. Lewanowicz zajmowal sie implementacjg algorytméw rozwigzywa-
nia ukladéw réwnan liniowych [P2], réwnan rézniczkowych zwyczajnych [P4] i czastkowych [P5]. W
tym nurcie mieszcza sie réwniez prace zwiazane z zastosowaniem metod numerycznych w optyce [P1]
i medycynie [P3].

W tzw. uogélnionej metodzie Clenshawa-Curtisa catkowania funkcji postaci wf, gdzie f jest funkcja
rozwijalng w szereg Czebyszewa, a w — szybkooscylujaca lub osobliwa, pojawia sie zadanie wyznaczenia
z duza dokladnoscia momentéow Czebyszewa, tj. calek zawierajacych w i wielomiany Czebyszewa.
W pracy [P8] podano optymalny algorytm konstrukeji — przy pewnych ogélnych zalozeniach o funkcji
w — réwnania rekurencyjnego dla momentéw Gegenbauera; inny algorytm (latwiejszy w realizacji, choé
nie zawsze optymalny) zawiera praca [P15]; wariant algorytmu dla réwnan rézniczkowych niskiego
rzedu podano w [P25].

W pracy [P13] podano modyfikacje metody Piessensa-Verbaetena (1973) rozwiazania réwnania
catkowego Abela, stosujaca momenty Czebyszewa; uzyskano redukcje kosztéw metody o jedna trzecia.
Podobne wyniki dla uogdlnionego réwnania catkowego Abela zawiera praca [P19].

W pracy [P20] zaproponowano metode obliczania calek postaci fol(l —x)%2P f(2)J, (ax) dz, gdzie
Jy jest funkcja Bessela I rodzaju. Rozwijajac funkcje f w szereg wzgledem przesunietych wielomia-
néw Jacobiego R,(f’ﬁ +V), a funkcje J, — w szereg Czebyszewa, zredukowano zadanie do rekursywnego
obliczania momentow Jacobiego.
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