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• Nowe rodziny wielomianów

• Metody matematyczne modelowania krzywych i powierzchni

• Metody numeryczne
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Równania rekurencyjne i ich zastosowania

Problem (S. Paszkowski). Na podstawie równania różniczkowego o wielomianowych
współczynnikach spełnianego przez funkcję f znaleźć związek rekurencyjny najniższego
możliwego rzędu zachodzący dla współczynników Gegenbauera ck[f] tej funkcji
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(λ)
k (x)w�

m∑
i=0

pi(x)f
(i)(x) = g(x) =⇒ r∑

j=0

Aj(k)cj+k[f] = B(k), r – minimalne!

Zastosowania

• rozwiązywanie równań różniczkowych

• całkowanie numeryczne

• wyznaczanie i badanie rozwinięć ortogonalnych
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f =

∞∑
k=0

ck[f]C
(λ)
k ⇒ m∑

i=0

pif
(i) = g ⇒ r∑

j=0

Aj(k)cj+k[f] = B(k), r – min!

Rozwiązanie (1975)
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f =
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ck[f]C
(λ)
k ⇒ m∑

i=0

pif
(i) = g ⇒ r∑

j=0

Aj(k)cj+k[f] = B(k), r – min!

Sevilla, 1997
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Pomysł Lewanowicza był nadal rozwijany. Doczekała się wielu odmian, uogólnień i zasto-
sowań:

• Construction of the lowest order recurrence relation for the Jacobi coefficients, Zastosowania Matematyki 17 (1983),
655–675

• Recurrence relations for the coefficients in Jacobi series solutions of linear differential equations, SIAM Journal of
Mathematical Analysis 17 (1986), 1037–1052

• A new approach to the problem of constructing recurrence relations for the Jacobi coefficients, Zastosowania Matematyki
21 (1991), 303–326

• Quick construction of recurrence relations for the Jacobi coefficients, Journal of Computational and Applied Mathematics
43 (1992), 355–372

• Recurrence relations for the coefficients of the Fourier series expansions with respect to q-classical orthogonal polynomials
(wspólnie z E. Godoyem, I. Areą, A. Ronveaux i A. Zarzo), Numerical Algorithms 23 (2000), 31–50

• Construction of recurrences for the coefficients of expansions in q-classical orthogonal polynomials, Journal of Compu-
tational and Applied Mathematics 153 (2003), 295–309

• Recurrence relations for the coefficients in series expansions with respect to semi-classical orthogonal polynomials (wspól-
nie z P. W.), Numerical Algorithms 35 (2004), 61–79
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Funkcje hipergeometryczne

rFs
(
a1, a2, . . . , ar
b1, b2, . . . , bs

x

)
:=

∞∑
k=0

(a1)k(a2)k · · · (ar)k
(b1)k(b2)k · · · (bs)k

· x
k

k!
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Związki rekurencyjne minimalnego rzędu dla szczególnych funkcji hipergeometrycznych
i ich bazowych odpowiedników (1985, 1997, 2000):
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· x
k

k!

Związki rekurencyjne minimalnego rzędu dla szczególnych funkcji hipergeometrycznych
i ich bazowych odpowiedników (1985, 1997, 2000):

• Recurrence relations for hypergeometric functions of unit argument, Mathematics of Computation 45 (1985), 521–535

• On the differential-difference properties of the extended Jacobi polynomials, Mathematics of Computation 44 (1985),
435–441

• Generalized Watson’s summation formula for 3F2(1), Journal of Computational and Applied Mathematics 86 (1997),
375–386

• Recursion formulae for basic hypergeometric functions, in Numerical Analysis in the 20th Century, Vol. I: Approximation
Theory, eds. J. Wimp & L. Wuytack, Journal of Computational and Applied Mathematics 121 (2000), 297–312
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375–386

• Recursion formulae for basic hypergeometric functions, in Numerical Analysis in the 20th Century, Vol. I: Approximation
Theory, eds. J. Wimp & L. Wuytack, Journal of Computational and Applied Mathematics 121 (2000), 297–312

A co na to Jet Wimp: Te wyniki są zupełnie nieoczekiwane!
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Funkcje hipergeometryczne

Korespondencja z J. Wimpem (1982)
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Wielomiany ortogonalne

• Własności wielomianów stowarzyszonych (1986, 1993, 1995, 1997, 2003)
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• Zagadnienia linearyzacji i koneksji (1996, 1998, 2002)

• Postać Béziera wielomianów Jacobiego na trójkącie (2006)

⇒ Zastosowania w grafice
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Operatory rzutowe

Q : C[−1, 1]→ Πn
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Operatory rzutowe

Q : C[−1, 1]→ Πn, Q(w) = w (w ∈ Πn)
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w∈Πn

||f−w||∞
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Przyspieszanie zbieżności szeregów

Bardzo prosta, ale skuteczna metoda (1994)

Przekształcenia analityczne ⇒ nowe szybkozbieżne rozwinięcia (1995)
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Nowe rodziny wielomianów

• Uogólnione wielomiany Bernsteina jednej i wielu zmiennych (2004, 2008)
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Nowe rodziny wielomianów

• Uogólnione wielomiany Bernsteina jednej i wielu zmiennych (2004, 2008)

⇓
Najczęściej cytowana praca Lewanowicza
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Nowe rodziny wielomianów

• Uogólnione wielomiany Bernsteina jednej i wielu zmiennych (2004, 2008)

Bnk(x; ω|q) =
1

(ω;q)n

[n
k

]
q
xk(ω/x;q)k(x;q)n−k (0 ≤ k ≤ n)

Działalność naukowa prof. Lewanowicza sesja-sle.ii.uni.wroc.pl



8/10

Nowe rodziny wielomianów

• Uogólnione wielomiany Bernsteina jednej i wielu zmiennych (2004, 2008)

Bnk(x; ω|q) =
1

(ω;q)n

[n
k

]
q
xk(ω/x;q)k(x;q)n−k (0 ≤ k ≤ n)

Wielomiany Bernsteina
(S.N. Bernstein, 1912)

Dyskretne wielomiany Bernsteina
(M. Neamtu, 1991)

Wielomiany q-Bernsteina
(G.M. Phillips, 1997)

�
���

���
���

�����

q→ 1
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Bnk(x; ω|q) =
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(ω;q)n

[n
k

]
q
xk(ω/x;q)k(x;q)n−k (0 ≤ k ≤ n)

Wielomiany Bernsteina
(S.N. Bernstein, 1912)

Dyskretne wielomiany Bernsteina
(M. Neamtu, 1991)

Wielomiany q-Bernsteina
(G.M. Phillips, 1997)

�
���

���
���

�����

?

q→ 1

ω = 0
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Nowe rodziny wielomianów

• Uogólnione wielomiany Bernsteina jednej i wielu zmiennych (2004, 2008)

Bnk(x; ω|q) =
1

(ω;q)n

[n
k

]
q
xk(ω/x;q)k(x;q)n−k (0 ≤ k ≤ n)

Wielomiany Bernsteina
(S.N. Bernstein, 1912)

Dyskretne wielomiany Bernsteina
(M. Neamtu, 1991)

Wielomiany q-Bernsteina
(G.M. Phillips, 1997)

�
���

���
���

�����

?

@
@
@
@
@
@
@R

q→ 1

ω = 0
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Nowe rodziny wielomianów

• Uogólnione wielomiany Bernsteina jednej i wielu zmiennych (2004, 2008)

⇓
Uogólnione operatory Bernsteina i ich zastosowania w teorii aproksymacji
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Nowe rodziny wielomianów

• Uogólnione wielomiany Bernsteina jednej i wielu zmiennych (2004, 2008)

• Dualne wielomiany Bernsteina różnego typu (2006, 2009)
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Nowe rodziny wielomianów

• Uogólnione wielomiany Bernsteina jednej i wielu zmiennych (2004, 2008)

• Dualne wielomiany Bernsteina różnego typu (2006, 2009)

⇒ Szerokie zastosowania w grafice,
ale o tym za chwilę. . .
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Nowe rodziny wielomianów

• Uogólnione wielomiany Bernsteina jednej i wielu zmiennych (2004, 2008)

• Dualne wielomiany Bernsteina różnego typu (2006, 2009)

• Duże bazowe wielomiany Jacobiego dwu zmiennych (2010, 2013)
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Nowe rodziny wielomianów

• Uogólnione wielomiany Bernsteina jednej i wielu zmiennych (2004, 2008)

• Dualne wielomiany Bernsteina różnego typu (2006, 2009)

• Duże bazowe wielomiany Jacobiego dwu zmiennych (2010, 2013)

Pn,k(x, y;a, b, c, d;q)
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Nowe rodziny wielomianów

• Uogólnione wielomiany Bernsteina jednej i wielu zmiennych (2004, 2008)

• Dualne wielomiany Bernsteina różnego typu (2006, 2009)

• Duże bazowe wielomiany Jacobiego dwu zmiennych (2010, 2013)

Pn,k(x, y;a, b, c, d;q)

Małe wiel. q-Jacobiego(x,y)
(Dunkl, 1980)

Wielomiany Jacobiego na trójkącie
(Koornwinder, 1975)

��
���

�����

d = 0
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Nowe rodziny wielomianów

• Uogólnione wielomiany Bernsteina jednej i wielu zmiennych (2004, 2008)

• Dualne wielomiany Bernsteina różnego typu (2006, 2009)

• Duże bazowe wielomiany Jacobiego dwu zmiennych (2010, 2013)

Pn,k(x, y;a, b, c, d;q)

Małe wiel. q-Jacobiego(x,y)
(Dunkl, 1980)

Wielomiany Jacobiego na trójkącie
(Koornwinder, 1975)

��
���

�����

?

d = 0

q→ 1

a = qα, b = qβ,

c = qγ, d = 0
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Metody matematyczne modelowania krzywych i powierzchni

• Obniżanie stopnia krzywych i powierzchni Béziera z ograniczeniami (od 2009)
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Metody matematyczne modelowania krzywych i powierzchni

• Obniżanie stopnia krzywych i powierzchni Béziera z ograniczeniami (od 2009)

Najszybsza znana metoda (2009)
6 miejsce na liście najczęściej cytowanych artykułów opublikowanych w CAGD
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Metody matematyczne modelowania krzywych i powierzchni

• Obniżanie stopnia krzywych i powierzchni Béziera z ograniczeniami (od 2009)

Najszybsza znana metoda (2009) Najszybsza znana metoda (2010)
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Metody matematyczne modelowania krzywych i powierzchni

• Obniżanie stopnia krzywych i powierzchni Béziera z ograniczeniami (od 2009)

Najszybsza znana metoda (2009) Najszybsza znana metoda (2010)

Najszybsza znana metoda (2011)
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Metody matematyczne modelowania krzywych i powierzchni

• Obniżanie stopnia krzywych i powierzchni Béziera z ograniczeniami (od 2009)

krzywa Béziera stopnia n
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Metody matematyczne modelowania krzywych i powierzchni

• Obniżanie stopnia krzywych i powierzchni Béziera z ograniczeniami (od 2009)

krzywa Béziera stopnia n

=⇒
krzywe Béziera stopnia m < n
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Metody matematyczne modelowania krzywych i powierzchni

• Obniżanie stopnia krzywych i powierzchni Béziera z ograniczeniami (od 2009)

krzywa Béziera stopnia n

=⇒
krzywe Béziera stopnia m < n

← Niebieska najbliżej!
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Metody matematyczne modelowania krzywych i powierzchni

• Obniżanie stopnia krzywych i powierzchni Béziera z ograniczeniami (od 2009)

krzywa Béziera stopnia n

=⇒
krzywe Béziera stopnia m < n

← Niebieska najbliżej!

Minimalizacja odległości średniokwadratowej
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Metody matematyczne modelowania krzywych i powierzchni

• Obniżanie stopnia krzywych i powierzchni Béziera z ograniczeniami (od 2009)

krzywa Béziera stopnia n

=⇒
krzywe Béziera stopnia m < n

← Niebieska najbliżej!

Minimalizacja odległości średniokwadratowej:

• podejście klasyczne: O(n3)
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Metody matematyczne modelowania krzywych i powierzchni

• Obniżanie stopnia krzywych i powierzchni Béziera z ograniczeniami (od 2009)

krzywa Béziera stopnia n

=⇒
krzywe Béziera stopnia m < n

← Niebieska najbliżej!

Minimalizacja odległości średniokwadratowej:

• podejście klasyczne: O(n3)

• zastosowanie dualnych wielomianów Bernsteina: O(nm)
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Metody matematyczne modelowania krzywych i powierzchni

• Obniżanie stopnia krzywych i powierzchni Béziera z ograniczeniami (od 2009)

krzywa Béziera stopnia n

=⇒
krzywe Béziera stopnia m < n

← Niebieska najbliżej!

Minimalizacja odległości średniokwadratowej:

• podejście klasyczne: O(n3)

• zastosowanie dualnych wielomianów Bernsteina: O(nm) ⇐ najszybsza znana metoda
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Metody matematyczne modelowania krzywych i powierzchni

• Obniżanie stopnia krzywych i powierzchni Béziera z ograniczeniami (od 2009)

Cztery płaty stopnia 7 = 112 pkt. kontrolnych

Cztery płaty stopnia 3 = 24 pkt. kontrolne

Błąd

Kompresja: ok. 4,7
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Cztery płaty stopnia 7 = 112 pkt. kontrolnych

Cztery płaty stopnia 3 = 24 pkt. kontrolne

Błąd

Kompresja: ok. 4,7

Minimalizacja odległości średniokwadratowej
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Metody matematyczne modelowania krzywych i powierzchni

• Obniżanie stopnia krzywych i powierzchni Béziera z ograniczeniami (od 2009)

Cztery płaty stopnia 7 = 112 pkt. kontrolnych

Cztery płaty stopnia 3 = 24 pkt. kontrolne

Błąd

Kompresja: ok. 4,7

Minimalizacja odległości średniokwadratowej:

• podejście klasyczne: O(n6)
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Metody matematyczne modelowania krzywych i powierzchni

• Obniżanie stopnia krzywych i powierzchni Béziera z ograniczeniami (od 2009)

Cztery płaty stopnia 7 = 112 pkt. kontrolnych

Cztery płaty stopnia 3 = 24 pkt. kontrolne

Błąd

Kompresja: ok. 4,7

Minimalizacja odległości średniokwadratowej:

• podejście klasyczne: O(n6)

• zastosowanie dualnych wielomianów Bernsteina na trójkącie: O(n2m2)
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Metody matematyczne modelowania krzywych i powierzchni

• Obniżanie stopnia krzywych i powierzchni Béziera z ograniczeniami (od 2009)

Cztery płaty stopnia 7 = 112 pkt. kontrolnych

Cztery płaty stopnia 3 = 24 pkt. kontrolne

Błąd

Kompresja: ok. 4,7

Minimalizacja odległości średniokwadratowej:

• podejście klasyczne: O(n6)

• zastosowanie dualnych wielomianów Bernsteina na trójkącie: O(n2m2) ⇐ najszybsza znana metoda
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Metody matematyczne modelowania krzywych i powierzchni

• Obniżanie stopnia krzywych i powierzchni Béziera z ograniczeniami (od 2009)

• Aproksymacja wymiernych krzywych Béziera wielomianowymi krzywymi Béziera (2012)

Najszybsza znana metoda
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Metody matematyczne modelowania krzywych i powierzchni

• Obniżanie stopnia krzywych i powierzchni Béziera z ograniczeniami (od 2009)

• Aproksymacja wymiernych krzywych Béziera wielomianowymi krzywymi Béziera (2012)

• Scalanie krzywych Béziera (2014)
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Metody matematyczne modelowania krzywych i powierzchni

• Obniżanie stopnia krzywych i powierzchni Béziera z ograniczeniami (od 2009)

• Aproksymacja wymiernych krzywych Béziera wielomianowymi krzywymi Béziera (2012)

• Scalanie krzywych Béziera (2014) ⇐ Nowość. Najszybsza znana metoda
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Metody matematyczne modelowania krzywych i powierzchni

• Obniżanie stopnia krzywych i powierzchni Béziera z ograniczeniami (od 2009)

• Aproksymacja wymiernych krzywych Béziera wielomianowymi krzywymi Béziera (2012)

• Scalanie krzywych Béziera (2014)

Zastosowania praktyczne:

• kompresja danych

• wymiana danych pomiędzy
różnymi systemami CAG

• większa swoboda działania
projektantów i grafików
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Metody numeryczne, czyli wracamy do początków. . .

• Zastosowania metod numerycznych w optyce i medycynie (1972, 1974)
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Metody numeryczne, czyli wracamy do początków. . .

• Zastosowania metod numerycznych w optyce i medycynie (1972, 1974)

• Implementacja algorytmów numerycznych dla Odry 1204 (1974, 1976)
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• Zastosowania metod numerycznych w optyce i medycynie (1972, 1974)

• Implementacja algorytmów numerycznych dla Odry 1204 (1974, 1976)

• Konstrukcja rekurencji dla momentów Gegenbauera
i optymalizacja metody całkowania Clenshawa-Curtisa (1979, 1985, 1994)
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• Implementacja algorytmów numerycznych dla Odry 1204 (1974, 1976)

• Konstrukcja rekurencji dla momentów Gegenbauera
i optymalizacja metody całkowania Clenshawa-Curtisa (1979, 1985, 1994)

• Numeryczne rozwiązywanie równania całkowego Abela (1984, 1990)
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Metody numeryczne, czyli wracamy do początków. . .

• Zastosowania metod numerycznych w optyce i medycynie (1972, 1974)

• Implementacja algorytmów numerycznych dla Odry 1204 (1974, 1976)

• Konstrukcja rekurencji dla momentów Gegenbauera
i optymalizacja metody całkowania Clenshawa-Curtisa (1979, 1985, 1994)

• Numeryczne rozwiązywanie równania całkowego Abela (1984, 1990)

• Numeryczne obliczanie całek postaci
∫ 1
0

(1− x)αxβf(x)Jν(ax)dx (1991)
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Paweł Keller Paweł Woźny Rafał Nowak

Wszystkiego najlepszego Panie Profesorze!



¡Saludos desde Vigo!




